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Математические методы и модели в профессии
Науч. рук.: Клинова М. Г.

Большинство технических процессов в различных отраслях производства и сельского хозяйства можно описать с помощью математических формул, т.е. перевести их на математический язык или построить математическую модель производственной ситуации. Далее, используя методы математического программирования, можно найти ответы на многие оптимизационные вопросы, например такие как: какой вид ресурса и сколько его необходимо использовать, чтобы получить максимальную прибыль или минимальные затраты, на сколько следует увеличить дефицитный ресурс или уменьшить избыточный ресурс, чтобы минимизировать издержки производства и увеличить прибыль или уменьшить затраты, и как повлияет изменение целевых коэффициентов на оптимальный план и т.д.
К примеру рассмотрим следующую производственную ситуацию. Автобус осуществляет круглосуточные пригородные пассажирские пере​возки. Пусть расход топлива на 100 км зависит от скорости движения и вида топлива, на котором работает двигатель, а скорость движения автобуса являет​ся постоянной. Тогда при работе двигателя на бензине или газе расход бензина на 100км пути составляет 25л, расход газа – 35л. Общая протяженность мар​шрута за один рейс составляет 20 км. Цена газа 4,5 руб. за 1л, цена бензина –10 руб. за 1л. Расходы на оба вида топлива за одну заправку не должны пре​вышать 1000руб. Объем топливного бензинового бака составляет 60 л, газово​го баллона – 100л. На каком виде топлива без дозаправки должен работать ав​тобус, чтобы общее количество рейсов было максимальным?

Математическую модель этой ситуации можно представить с помощью таблицы 1.
Решить эту задачу не представляет никакого труда, используя стандартную программу Microsoft Office EXCEL и пользуясь надстройкой «поиск решения». Расчётная таблица 2, которую иллюстрирует диаграмма1 «Область допустимых решений». Т.е. автобус должен работать на газе, наполнив полный баллон, что соответствует 14 рейсам или на бензине, заправив бак на 55 литров – 11 рейсов, тогда общее количество рейсов будет максимальным и равным 25 без дозаправки.

Также, используя математические методы, можно ответить на вопросы:
1. Если цена на бензин упадет до 9руб. за 1л, как изменится оптималь​ный план?

2. Если на автобус поставить газовый баллон емкостью 150л как изме​нится количество рейсов без дозаправки?

3. Если в результате переоборудования автобуса расход бензина умень​шится до 10л на 100км при неизменной скорости движения, как изменится решение?
Представим таблицы демонстрирующие ответы на вопросы: 1. Таблица 3 и диаграмма 2.
2. Таблица 4 и диаграмма 3. 3. Таблица 5 и диаграмма 4.

Итак, математические методы не только позволяют найти оптимальное решение, но и провести анализ задачи и её решения на чувствительность, а именно первая задача анализа на чувствительность отвечает на вопросы: «Запасы каких ресурсов и на какую вели​чину можно уменьшить так, чтобы оптимальный план и доход остались не​изменными?». «Запасы каких ресурсов и на какую величину можно увели​чить, чтобы увеличилось(уменьшилось) целевое значение?». Цель второй задачи анализа на чувствительность – установить, запасы каких ресурсов и в каких пределах необходимо увеличивать в первую очередь при прочих равных условиях? В третьей задаче анализа на чувствительность находятся такие преде​лы изменения коэффициентов целевой функции, при которых оптимальный план оста​нется неизменным.
Более подробно с данной теорией можно ознакомится в учебном пособии: «Исследование операций в экономике», Е. В. Зандер, В. П. Злодеев, Л. И. Мошкович, А. Р. Семёнова. — СФУ Красноярск: 2007.
Ма​тематика позволяет провести детальный анализ рассматриваемого явления, предсказать его поведение в различных условиях и в буду​щем. Математическое моделирование является наиболее совершенным и вместе с тем наиболее эффективным методом моделирования. Естественно, результаты исследования такой модели будут иметь практический интерес, если сама модель достаточно хорошо отображает реальную ситуацию. Для более точного описания действительности приходится строить и более сложные и точные математические модели, учитывающие многие стороны рассматриваемого явления. Степень совершенства математических моделей, применяемых в той или иной науке, математический аппарат, используемый для их исследования, в известной мере характеризует уровень развития науки. Прогнозирование – это взгляд в будущее, оценка возможных путей развития, последствий тех или иных решений.
	ТАБЛИЦА 1
	
	
	

	Виды ресурсов: 
	Расход топлива на одну заправку, литры
	Запас ресурсов

	
	Бензин
x1
	Газ  
x2
	

	Денежный ресурс
	10
	4,5
	1000

	Вместимость бензобака
	1
	0
	60

	Вместимость газового баллона
	0
	1
	100

	Х1≥0
	1
	0
	0

	Х2≥0
	0
	1
	0

	Целевая функция*
	0,2
	0,14285714…
	max


* Расчёт коэффициентов целевой функции: 
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 – доля количества рейсов за 1 литр бензина и газа соответственно. Тогда общее количество рейсов: 
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	ТАБЛИЦА 2
	
	
	
	
	
	
	
	

	Виды ресурсов: 
	Расход топлива, литры
	Запас ресурсов
	Значения при 

Х1≥0, Х2≥0
	Координаты на оси ОХ1
	Координаты на оси ОХ2

	
	Бензин                              x1
	Газ              
x2
	
	
	Х1=0
	Х1
	Х2
	Х2=0

	Денежный ресурс
	10
	4,5
	1000
	1000
	0
	100
	222,22222
	0

	Вместимость топливного бензобака
	1
	0
	60
	55
	60
	60
	100
	0

	Вместимость газового баллона
	0
	1
	100
	100
	0
	100
	100
	100

	Х1≥0
	1
	0
	0
	55
	0
	150
	0
	0

	Х2≥0
	0
	1
	0
	100
	0
	0
	235
	0

	Целевая функция
	0,2
	0,14285714
	25,2857143
	25,28571429
	0
	126,428571
	177
	0

	Количество рейсов
	11
	14,2857143
	 
	Градиент
	120
	0
	85, 714286
	0

	Допустимый план, литров
	55
	100
	 Автобус должен работать на газе, наполнив полный баллон, что 

	соответствует 14 рейсам или на бензине, заправив бак на 55 литров – 11 рейсов, тогда общее количество рейсов будет максимальным и равным 25 без дозаправки.

	ТАБЛИЦА 3
	
	
	
	
	
	
	
	

	Виды ресурсов: 
	Расход топлива, литры
	Запас ресурсов
	Значения при 

Х1≥0, Х2≥0
	Координаты на оси ОХ1
	Координаты на оси ОХ2

	
	Бензин                              x1
	Газ              
x2
	
	
	Х1=0
	Х1
	Х2
	Х2=0

	Денежный ресурс
	9
	4,5
	1000
	990
	0
	111,111111
	222,222222
	0

	Вместимость топливного бензобака
	1
	0
	60
	60
	60
	60
	100
	0

	Вместимость газового баллона
	0
	1
	100
	100
	0
	100
	100
	100

	Х1≥0
	1
	0
	0
	60
	0
	150
	0
	0

	Х2≥0
	0
	1
	0
	100
	0
	0
	235
	0

	Целевая функция
	0,2
	0,142857143
	26,2857143
	26,28571429
	0
	131,4285714
	184
	0

	Количество рейсов
	12
	14,28571429
	 
	Градиент
	120
	0
	85, 7142857
	0

	Допустимый план, литров
	60
	100
	Если цена на бензин упадет до 9 руб. за 1л, то оптималь​ный план 

	изменится. Автобус должен работать на газу, заправив полный баллон, что соответствует 14 рейсам или на бензине, заправив полный бак – 12 рейсов, тогда общее количество рейсов будет максимальным и равным 26 без дозаправки.
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	ТАБЛИЦА 4
	
	
	
	
	
	
	
	

	Виды ресурсов: 
	Расход топлива, литры
	Запас ресурсов
	Значения при 

Х1>0, Х2>0
	Координаты на оси ОХ1
	Координаты на оси ОХ2

	
	Бензин                              x1
	Газ              
x2
	
	
	Х1=0
	Х1
	Х2
	Х2=0

	Денежный ресурс
	10
	4,5
	1000
	1000
	0
	100
	222,22222
	0

	Вместимость топливного бензобака
	1
	0
	60
	32,5
	60
	60
	140
	0

	Вместимость газового баллона
	0
	1
	150
	150
	0
	100
	150
	150

	Х1≥0
	1
	0
	0
	32,5
	0
	150
	0
	0

	Х2≥0
	0
	1
	0
	150
	0
	0
	235
	0

	Целевая функция
	0,2
	0,142857
	27,92857
	27,92857143
	0
	139,64286
	195,5
	0

	Кол-во рейсов
	6,5
	21,42857
	 
	Градиент
	120
	0
	85,71428571
	0

	Допустимый план, литров
	32,5
	150
	Если на автобус поставить газовый баллон емкостью 150л 

	количество рейсов без дозаправки изме​нится до 27 рейсов без дозаправки. Т.е. автобус должен работать на газе, наполнив полный баллон 150 л., что соответствует 21 рейсу или на бензине, заправив его на 32 литра – 6 рейсов. 

	ТАБЛИЦА 5
	
	
	
	
	
	
	
	

	Виды ресурсов: 
	Расход топлива, литры
	Запас ресурсов
	Значения при 

Х1≥0,

Х2≥0
	Координаты на оси ОХ1
	Координаты на оси ОХ2

	
	Бензин                              x1
	Газ              x2
	
	
	Х1=0
	Х1
	Х2
	Х2=0

	Денежный ресурс
	10
	4,5
	1000
	1000
	0
	100
	222,2222
	0

	Вместимость топливного бензобака
	1
	0
	60
	60
	60
	60
	100
	0

	Вместимость газового баллона
	0
	1
	100
	88,88888889
	0
	100
	100
	100

	Х1≥0
	1
	0
	0
	60
	0
	0
	235
	0

	Х2≥0
	0
	1
	0
	88,88888889
	0
	150
	0
	0

	Целевая функция
	0,5
	0,142857
	42,6984
	42,6984127
	0
	85,3968
	298,8888
	0

	Кол-во рейсов
	30
	12,69841
	 
	Градиент
	100
	0
	28,571428
	0

	Допустимый план, литров
	60
	88,88888
	Если в результате переоборудования автобуса расход бензина умень-​

	шится до 10л на 100км при неизменной скорости движения, то общее количество рейсов увеличится до 42 без дозаправки, при этом автобус должен работать на бензине, наполнив полный бак 60л., что соответствует 30 рейсам или на газу, заправив его на 88л. – 12 рейсов
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Лист1

		Завод выпускает изделия двух типов: А и В. При этом используется сырье четырех видов. Расход сырья каждого вида на изготовление единицы продукции, запасы сырья и цены готовой продукции приведены ниже.

		ТАБЛИЦА 1

		виды сырья:		Расход топлива на одну заправку, литры				Запас сырья		Значения при Х1>0,Х2>0		Координаты на оси ОХ1				Координаты на оси ОХ2						ТАБЛИЦА 2

				Бензин                              x1		Газ              x2						Х1=0		Х1		Х2		Х2=0				i		Статус ресурса		Fопт		bi опт		Fmax(bi)		bi								Экономический смысл ценности i-го ресурса: оценка yi показывает, на сколько единиц изменится значение дохода при изменении записи i-го ресурса на 1 ед.

		денежный ресурс		10		4.5		1000		1000		0		100		222.2222222222		0				1.		дефицитный		25.2857142857		1000		26.28571		1050		50		0.9999957143		0.0199999143

		вместимость топливного бензобака		1		0		60		55		60		60		100		0				2.		недефицитный		25.2857142857		60		25.2857142857		55		-5		0		0

		вместимость газового балона		0		1		100		100		0		100		100		100				3.		дефицитный		25.2857142857		100		31.74603		222.22222		122.22222		6.4603157143		0.0528571295

		Х1≥0		1		0		0		55		0		150		0		0				ТАБЛИЦА 3

		Х2≥0		0		1		0		100		0		0		235		0				№ вида сырья		Тип прямой		Коэф-ты     при х1		Коэф-ты при х2		Критические значения С1		Критические значения С2

		Целевая функция		0.2		0.1428571429		25.2857142857		25.2857142857		0		126.4285714286		177		0

		Кол-во рейсов		11		14.2857142857				Градиент		200		0		142.8571428571		0				1		связующая		10		4.5		0.3174603175		0.09

		Допустимый план, литров		55		100																2		-		-		-		-		-

																						3		связующая		0		1		0		0

																										ВЫВОДЫ:

																										По таблице 1 (лист1) на первый вопрос задачи: Считая, что сбыт готовой продукции полностью обеспечен,  установить план

																												производства изделий А и В,  обеспечивающий максимальный доход от реализации.

																												Максимальный доход, равный 17750 руб., будет получен предприятием при производстве 2,25 (ед) изделия вида А и

																												5,5 (ед) изделия вида В. При этом 1 и 4 виды сырья расходуются полностью (дефицитные ресурсы),

																												2 вид ресурса остаётся в количестве 1,75 кг и 3 вид - в количестве 0,5 кг (недефицитные ресурсы).

																										По таблице 2 (лист1), 2А (лист2) и 2Б (лист3) на второй вопрос задачи: Определить, увеличение запасов каких видов сырья и на

																												какую величину наиболее целесообразно для  завода.

																												В первую очередь выгодно увеличить запас 4-го ресурса. При увеличении запаса 4-го ресурса на 2,333 кг

																												(более не целесообразно т.к. он станет избыточным ресурсом) доход возрастет на 2916 руб. 67 коп и составит

																												20666 руб. 67 коп.				При этом план производства: изделия А - 4 (ед.), изделия В - 4,3333 (ед.).

																												При увеличении запаса 1-го ресурса на 1 кг доход увеличится на 250 руб. (более не целесообразно т.к. он станет

																												избыточным ресурсом) и составит 18000руб.										При этом план производства: изделия А - 2 (ед.), изделия В - 6 (ед.).

																										По таблице 2 (лист 1) на третий вопрос задачи: Определить, запасы каких ресурсов являются избыточными для установленного

																												плана производства.

																												Избыточных ресурсов для установленного плана производства нет, поскольку прямая избыточного ресурса, не имеет ни

																												одной общей точки с ОДР, а для данной задачи таких прямых нет.

																										По таблице 3 (лист 1) и 3А (лист4) на четвёртый вопрос задачи: Если цена изделия В возрастет до 3 тыс. руб., как это повлияет на

																												выбор решения?

																												Никак, так как на продукцию вида А цена может изменяться в пределах 1333,33руб<C1<4000руб. и на продукцию

																												вида В - в пределах 1500руб<C2<4500руб., оставляя без изменения оптимальный план решения.

																												Максимальный доход составит 23250 руб, если цена изделия В возрастет до 3 тыс. руб..
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Лист2

		ТАБЛИЦА 2А

		виды сырья:		Расход топлива на одну заправку, литры				Запас сырья		Значения при Х1>0,Х2>0		Координаты на оси ОХ1				Координаты на оси ОХ2

				Бензин                              x1		Газ              x2						Х1=0		Х1		Х2		Х2=0

		денежный ресурс		9		4.5		1000		990		0		111.1111111111		222.2222222222		0

		вместимость топливного бензобака		1		0		60		60		60		60		100		0

		вместимость газового балона		0		1		100		100		0		100		100		100

		Х1≥0		1		0		0		60		0		150		0		0

		Х2≥0		0		1		0		100		0		0		235		0

		Целевая функция		0.2		0.1428571429		26.2857142857		26.2857142857		0		131.4285714286		184		0

		Кол-во рейсов		12		14.2857142857				Градиент		160		0		114.2857142857		0

		Допустимый план, литров		60		100
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Лист3

		ТАБЛИЦА 2В

		Виды ресурсов:		Расход топлива на одну заправку, литры				Запас ресурса		Значения при Х1≥0,Х2≥0		Координаты на оси ОХ1				Координаты на оси ОХ2

				Бензин                              x1		Газ              x2						Х1=0		Х1		Х2		Х2=0

		Денежный ресурс		10		4.5		1000		1000		0		100		222.2222222222		0

		Вместимость топливного бензобака		1		0		60		60		60		60		100		0

		Вместимость газового балона		0		1		100		88.8888888889		0		100		100		100

		Х1≥0		1		0		0		60		0		150		0		0

		Х2≥0		0		1		0		88.8888888889		0		0		235		0

		Целевая функция		0.5		1/7		42.6984126984		42.6984126984		0		85.3968253968		298.8888888889		0

		Кол-во рейсов		30		12.6984126984				Градиент		100		0		28.5714285714		0

		Допустимый план, литров		60		88.8888888889

												12.32
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Лист4

		ТАБЛИЦА 3А

		виды сырья:		Расход топлива на одну заправку, литры				Запас сырья		Значения при Х1>0,Х2>0		Координаты на оси ОХ1				Координаты на оси ОХ2

				Бензин                              x1		Газ              x2						Х1=0		Х1		Х2		Х2=0

		Денежный ресурс		10		4.5		1000		1000		0		100		222.2222222222		0

		Вместимость топливного бензобака		1		0		60		32.5		60		60		140		0

		Вместимость газового балона		0		1		150		150		0		100		150		150

		Х1≥0		1		0		0		32.5		0		150		0		0

		Х2≥0		0		1		0		150		0		0		235		0

		Целевая функция		0.2		0.1428571429		27.9285714286		27.9285714286		0		139.6428571429		195.5		0

		Кол-во рейсов		6.5		21.4285714286				Градиент		120		0		85.7142857143		0

		Допустимый план, литров		32.5		150
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